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On a prouve dam “Existence de nappes de tourbillon en dimension deux” 
(J. Amer. Math. Sot., a paraitre) I’existence dune solution au probleme des nappes 
de tourbillon en dimension 2, lorsque Ie tourbillon initial est une mesure de signe 
tixe appartenant a I’espace de Sobolev H,&(R*). Pour cela, on a ttabli que si une 
suite (v’), de solutions de I’bquation d’Euler, correspondant a une famille de regula- 
risees de la condition initiale, converge faiblement vers une limite v, cette limite 
continue a satisfaire l’equation. Le but de cet article est de montrer que, dans le cas 
du probltme analogue pour des flots axisymetriques en dimension 3, la situation est 
radicalement differente: en effet, on prouve que soit la suite d’approximations est 
fortement convergente, soit sa limite faible n’est pas solution de l’tquation. 0 1992 
Academic Press, Inc. 
In “Existence de nappes de tourbillon en dimension deux” (J. Amer. Math. Sot., 
in press) we proved the existence of a solution to the vortex sheet problem in two 
dimensions, when the initial vorticity is a measure with fixed sign, belonging to the 
Sobolev space H,&,(R*). To do so, we established that the weak limit v of a 
sequence (v&h of solutions of Euler equations, corresponding to a family of regulari- 
&ions of the Cauchy data, still satisfies the equation. The aim of this paper is to 
show that a completely different phenomenon appears when one considers the 
analogous problem for three dimensional axisymmetric flows: in such a case, either 
the sequence of approximations is strongly convergent, or the weak limit is not a 
solution of the equation. 0 1992 Academic Press, Inc. 
Cet article est consacre au developpement d’une remarque concernant le 
probleme des nappes de tourbillon pour des flots axisymttriques ur R3. 
Rappelons d’abord que le probleme des nappes de tourbillon est le pro- 
bleme de Cauchy pour l’equation d’Euler sur Iw3 lorsque la don&e initiale 
v,, E L~( [w3; R3) et a un tourbillon o. = rot u. dont les coeffkients sont des 
mesures a support compact. Le probleme analogue en dimension 2 a ete 
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largement etudie par Di Perna et Majda [3,4]. Leur methode d’attaque 
consiste a regulariser la don&e initiale et a construire une suite (u’),~ ~O,II 
de solutions du systeme d’Euler pour ces don&es rigularistes. L’inegalite 
denergie associee a l’equation assure que (u’)~ est bornke uniformement 
dans un espace de type L2. On peut done extraire de (u’)~ une sous-suite 
faiblement convergente vers une limite V. Le probleme consiste a determiner 
si u est ou pas solution de l’equation, compte-tenu de la borne uniforme 
dans L2 veritiie par (u~)~ et de la borne uniforme dans L’ satisfaite par 
wE = rot IF, qui decoule de l’hypothese “nappe de tourbillon” sur oo. On 
sait construire des suites de solutions stationnaires de l’iquation d’Euler en 
dimension 2, vtritiant les estimations uniformes preddentes, et pour 
lesquelles uE converge faiblement vers une limite u qui est solution de 
l’equation d’Euler bien que la convergence ne soit pas forte (cf. [3,6]). 
Dans le cas general dune suite de solutions C” associees a une famille de 
regularides des don&es, Di Perna et Majda [4] introduisent une “mesure 
de dtfaut rtduite” et montrent que cette mesure est toujours concentree sur 
un ensemble petit. 11s prouvent en outre qu’une hypothese de petitesse plus 
forte sur ce support entraine que l’on passe a la limite dans l’equation, sans 
pour autant qu’il y ait ntcessairement convergence forte. 
D’autre part, on a montre dans [2] toujours pour la dimension deux 
d’espace, que lorsque le tourbillon initial est une mesure de signe fixe, 
le probleme de Cauchy pour l’bquation d’Euler admet une solution 
globale--en prouvant que la limite faible dune suite telle que uE continue 
a satisfaire I’tquation. 
Nous nous proposons ici d’etudier le mCme problbme pour des flots 
axisymttriques en dimension 3. Le tourbillon s’identitie alors, comme en 
dimension 2, a une quantite scalaire, et on sait d’apres Majda [6] que pour 
une donnCe initiale axisymetrique rtguliere dont le tourbillon est de signe 
lixe, le probllme de Cauchy pour l’tquation d’Euler admet une unique 
solution globale reguliere. 
Nous considerons ici le problbme des nappes de tourbillon dans ce 
cadre: si l’on considere une don&e axisymetrique L2 dont le tourbillon est 
une mesure a support compact de signe fixe, et si (u’)~ est la suite de solu- 
tions rigulieres correspondant, par le rtsultat de Majda que l’on vient de 
rappeler, A une suite de rigularisees (preservant le signe du tourbillon) de 
cette don&e, que peut-on dire de la limite faible u dune sous-suite des u”? 
Le principal resultat de ce travail est que, contrairement a ce qui se passe 
en dimension 2, u est solution de l’equation dEuler si et seulement sj la 
convergence de uE vers u est forte dans Lf,,. La strategic de la preuve, 
analogue a celle de [2], consiste A projeter le systeme d’Euler sur le 
sous-espace des champs de vecteurs a divergence nulle, afin deliminer la 
pression, et a montrer que l’on passe ntcessairement a la limite sur la 
plupart des termes non-lineaires du systeme ainsi obtenu. Le fait que u soit 
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solution est alors equivalent au fait que I’on passe a la limite sur les termes 
restants, ce qui entraine qu’il y a necessairement convergence forte. 
Rappelons enfin que dans le cas de l’equation d’Euler sur Iw3 saris 
hypothbe d’axisymetrie, Di Perna et Majda ont ttudie dans [S] les 
phenomenes d’oscillations et de concentrations et ont en particuliar 
introduit la notion de solutions mesures. 
Je remercie S. Alinhac et P.-L. Lions pour des discussions sur ce travail. 
1. ENONCB DU THJ?OR&E 
On notera x = (x1, x2, x3) les coordonnees sur Iw3, x’ = (x1. x2) et pour 
j= 1, 2, 3 c?, = a/ax,. Si S est une distribution sur Iw3 a valeurs scalaires, on 
notera Vf = ‘(a,f, a,f, a3 f) et si u = ‘(u,, u2, u3) est un champ de vecteurs 
a coeffkients distributions sur R3, on posera 
div u = a, u1 + a2uz + a3u3 
rot~=~(a,u,-a,u~,a~u,-a,u,,a,~~-a~~~). 
(1.1) 
Si les coefficients de u sont localement dans L2(R3), on notera u@ u la 
matrice 
u@v=(vi’uj)l<i,j<3 (1.2) 
et on designera par div(v 0 v) le champ obtenu en prenant la divergence de 
chacune des lignes de (1.2). 
Si v est un champ de vecteurs sur Iw3 on dit que o = rot v est le 
tourbillon de u. Lorsque div v = 0 et que o est une distribution temper&e 
sufkamment decroissante a l’infini pour que t$ soit borne prb de 0, v 
s’exprime a partir de o par la relation 
v= --A-’ rot 0 (1.3) 
oti d -’ designe le multiplicateur de Fourier de symbole - l/l~i*. 
Sur Iw3\ {x’ = 01, on utilisera le systeme de coordonnees cylindriques 
(xr=rcosfI, x,=r.sin& x3=z), rE]o,+co[, 8E[O,2lc[, ZER (1.4) 
et on notera z: W, x [0,27c[ x Iw + Iw3 l’application associant a (r, 8, z) la 
quantitt (1.4). On dbignera par A* l’image directe des mesures sur 
R, x [0,2n[ x R par n. 
Si I’on pose a, = alar, a0 = alao, a, = ajaz, on a 
sin 8 
a, = cos ea, - - a,, 
cos 9 
a,=sin ear+- a,, a, = a,. (1.5) r r 
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On notera e, = ‘(cos 0, sin 8,0), e, = ‘( -sin 8, cos 8,0), e, = ‘(0, 0, 1). 
Enfin, on dtsignera par L”(R, L2(R3; R3)) (resp. L”(R, g’(@; R3)), resp. 
L”(R; Y’(R3))) l’espace des fonctions essentiellement bornees sur R a 
valeurs dans l’espace des fonctions L2 de R3 dans R3 (resp. des distribu- 
tions de 88’ dans R3, resp. des distributions temperies sur R3 a valeurs 
reelles). 
Une solution du systbme d’Euler en dimension 3 est une application 
(4 x) + (44 x)3 P(h x)1 
lRxlR3-+R3,xrR 
avec UE L”(R, L2(R3; R3)), p E L”(R, sP’(W3)) verifiant 
au 
;i;+ div(u@u) = -VP 
div u = 0 
(1.6) 
(1.7) 
ou u0 est donnee dans Lz(R3; R3) vtritiant la contrainte div u0 = 0. On 
posera o0 = rot u,, E H-‘(R3; R3), o = rot u. 
On s’inttressera ici aux donnees et aux solutions axisymitriques par 
rapport a l’axe des x3 de (1.7). Cela signifie que l’on suppose que u0 s’bcrit 
uo(x) = uo, Ar, z) e, + uo, Jr, z) e, (1.8) 
1 
0~ uO,, et uo,z sont donnies dans L*( !R + x R; r dr dz) et que l’on cherche 
une solution de la forme u(t, x) = u,(t, r, z) e, + u,(t, I, z) e,, p(t, x) = 
p(t, r, z). Le tourbillon de u. s’ecrit o. = aOes ou a0 est la fonction de (r, z) 
don&e par 
(1.9) 
Pour de tels flats axisymitriques, on dispose dun theoreme d’existence 
dune solution regulibre globale dO a Majda [6], que nous rappelons 
maintenant : 
T&OR&ME 1.1 (Majda). Soit u. E H”(R3; R3) s > 3/2 + 1 uirzjht 
div u. = 0. Supposons que u. est axisym&rique et que la quantite a0 dkjlnie 
par (1.9) uhrijie les trois conditions suiuantes: 
(i) 3C > 0 uuec ao(r, z) < Cr pour tout (r, z) 6 R + x R, 
(ii) ao>O, 
(iii) a0 est ci support compact duns R, x R. 
580/108/Z-4 
278 JEAN-MARC DELORT 
Alors, il existe u E C”(R, H”(R3, R3)), p E C”(R, H”(R3)) solution de (1.7) 
(et bien stir, pour tout t E R, v(t, -) est axisymttrique). 
La preuve du theoreme precedent, donnte dans [6], repose sur 
l’utilisation du critere d’existence globale de Beale, Kato, et Majda [l] 
combine aux deux faits suivants: d’abord, si (t, x) + u( t, x) est solution 
axisymetrique reguliere de (1.7) sur un intervalle [0, T] et si l’on ecrit 
co(t, ~)=a(& r, z)eg, on a 
( 
;+v,.d,+v,.& 
)( ) 
E ro 
r 
pour r>O, zE(W, tE[O, T] (1.10) 
(cf. [6, Proposition 2.11). De plus, la conservation de l’impulsion entrame 
(cf. [6, formule (2.18)]) que l’on a pour tout tE [O, T] 
s a(t, r, z) r2 dr dz = 5 clo(r, z) r2 dr dz. (1.11) 
Nous nous proposons ici de developper une remarque sur le probleme 
des nappes de tourbillon pour de tels flots axisymetriques. Rappelons 
d’abord que le probleme des nappes de tourbillon consiste a ttudier le 
probleme de Cauchy pour l’tquation (1.7) avec une donnee u. dont le 
tourbillon est une mesure a support compact, appartenant a I’espace de 
Sobolev H-‘([W3) (cette derniere condition assurant que la vitesse u. est 
dans l’espace d’energie du probleme L2(R3; rW3)). 
En dimension 2, le probleme analogue a Cte largement Ctudit par 
Di Perna Majda [3,4]. A partir de l’etude du phenomene de concentration 
qui se manifeste pour des suites des solutions (u”), correspondant a une 
famille (vi), de regularistes de la donnte uo, ils ont en particulier conjec- 
ture que le probkme des nappes de tourbillon en dimension 2 admet une 
solution faible globale lorsque le tourbillon de la don&e initiale est une 
mesure de signe fixe, appartenant a l’espace de Sobolev H-‘(iR2) (cf. [7]). 
On a donnt dans [2] une preuve de ce resultat. Plus precisement on a 
montre que si v dbigne la limite faible dune suite extraite de (v’)~ (qui 
existe toujours grdce a la borne uniforme sur (V&J deduite de l’inegalitt 
d’energie), il existe une pression p telle que (v, p) soit solution de l’iquation 
d’Euler. La dificulte provient du fait que, comme le montrent certains 
exemples [3,6] la convergence de ue vers v nest pas forte en general, ce qui 
ne permet pas de passer a la limite directement sur les termes non lintaires 
de l’equation. La mtthode utilisee consiste a &ire, par elimination de la 
pression, une forme tquivalente de l’equation ne faisant intervenir que 
certaines non-linearites particulibres et a montrer que ces dernieres passent 
a la limite en utilisant les hypotheses ur les donnees de Cauchy. 
Le but principal de cet article est de montrer que pour des suites de 
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solutions axisymttriques de (1.7) en dimension 3, verifiant les estimations 
naturelles du probleme des nappes de tourbillon, la situation est radicale- 
ment differente. En effet, nous allons prouver que soit une telle suite 
converge fortement dans Lf,, , soit sa limite faible nest pas solution de 
( 1.7). Plus prtcisement, on a: 
THJ?OR~~ME 1.2. Soient J une partie de 10, l] auec OE f et (u’, pE)EEJ une 
suite de solutions de (1.7) auec uE (resp. p’)fonction C” sur R! x R3 a ualeurs 
dans R3 (resp. dans 68) vPrtf?ant les conditions suivantes: 
0) WLJ est bornee uniformement en E dans L”(R, L2(R3; R3)) et 
(PXEJ est born&e untformement dans L”(R, Y(R3)). En outre, pour tout 
E E J, FXp”(t, .) est dans L”(R, L~,(rW3)) (oti FX designe la transformation de 
Fourier partielle par rapport a x). 
(ii) Pour tout E E J, vE est axisymetrique (i.e., v’(t, x) = v:(t, r, z) e, + 
vz(t, r, 2) eZ). 
(iii) Le tourbillon co’ = rot vE = a’(~, r, z) e, satisfait: pour tout E E J, a” 
est positive ou nulle et la suite (aE),EJ est untformement born&e darts 
L”(R, L’(B+ xR, (1+r2)drdz)). 
Supposons en outre que vE converge au sens des distributions uers une 
limite v (qui est necessairement dans L”(R, L2(R3; R3))). Alors, s’il 
existe PE L”(R, sP’(R3)), dont la transformee de Fourier en x est dans 
L”(R, Lf,,(R3)), telle que (u, p) verifie (1.7) uE converge vers u fortement 
dans L~,,(R x R3; R3). 
Remarquons qu’il existe des suites verifiant les hypotheses du 
theoreme 1.2. En effet: 
PROPOSITION 1.3. 
{(r, z) E R2; 
Soit a0 une mesure positiuefinie a support compact sur 
r 2 O}. Supposons que la distribution w. sur R3, h ualeurs dans 
R3, definie par coo dx=n,(ra(r, z) ee de) est dans H-‘(R3; R3). I1 existe 
alors une suite (v’) E E 3o, 11 (resp. une suite (p”),, Io, t,) de fonctions C a, sur 
R x R3 a valeurs dans R3 (resp. a valeurs reelles) uerifiant les hypotheses (i), 
(ii), (iii) de l’enonce du thtoreme, telles que pour tout E E 10, 1 J(v’, p”) soit 
solution de (1.7) auec une don&e initiale u: = uE I, =. convergeant au sens des 
distributions uers u. = -A-’ rot coo lorsque E tend vers 0. 
Un exemple de mesure a0 virifiant les hypotheses de la proposition 
prectdente est donne par a0 = 6, 
{(r,z)ElR2; r>O}. 
oh Co est une courbe lisse compacte de 
Dans le deuxieme paragraphe de l’article, nous allons prouver la 
proposition 1.3. Le theoreme 1.2 sera prouve dans le troisieme paragraphe. 
280 JEAN-MARCDELORT 
2. PREUVE DE LA PROPOSITION 1.3 
DCmontrons d’abord le lemme suivant: 
LEMME 2.1. Soit a une mesure positive finie sur R + x IF! telle que la 
distribution w d@ie par w dx= n*(rcleg de) soit dans H-‘(R3; I%‘). 
Soit $ E CF( R) d valeurs dans [O, 11, $ E 1 p&s de 0. Alors la suite de 
distributions (we), E ,0, 1 1 dkfinie par 
=(I-$ (+)) t,h(E(x’,)$(ExJ)wdx 
est bornte dans H-‘(R3; R3) et converge au sens des distributions vers w 
lorsque E tend vers 0. 
DPmonstration. La convergence au sens des distributions de wE vers w 
est Claire. Soit cp = (cpl, rp,, (P~)E C,“(R3; R3). On a, en notant . le produit 
scalaire de R3 
f 
q(x). w’(x) dx 
= 
I 
q”(x). w(x) dx (2.1) 
avec rp” donnke par 
$(rcos8,rsin8,z)=(l-+(i)) I(I(Er)I(I(.5z)eg@(r,z) (2.2) 
@(r, z) = 1 d 
de’ 
r cos 81, r sin 81, z) . ee, 211. (2.3) 
11 nous suflit de montrer qu’il existe C > 0 avec I( rp,ll HL Q C II VII Hi pour tout 
E E 10, 1 ] pour obtenir la borne uniforme de wE et la convergence faible. 
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Or, d’apres (2.2), Ilcp”lli2 < 2~ j @(r, z)* r dr dz G IIcp(l~~. D ‘autre part, 
par integration par partie 
@(r-,2)= -j e,. (-r sin B’(i3icp) + r cos W(a,cp))(r cos 8’, r sin O’, z) g 
(2.4) 
d’oh l’on deduit 
(2.5) 
La conclusion rbulte alors des formules (1.5) et de (2.2), (2.3). 
Soit PECF(W), p>O, fp(t)dt=l. Posons pour ZER, s~]O,l] 
p,(z) = (l/s) P(Z/E) et pour s E R*, , E E 107 11 PAS) = (l/E) P((W) Log s). 
Prouvons alors: 
LEMMn 2.2. Soit a une mesure positive h support compact sur {(r, z) E 
[w x R; r > 0) telle que la distribution o dp;finie par w dx = n*(rueg de) soit 
duns H-‘(R3; R3). Posons a’(r, z) = j fiE(r/s) p,(z-z’)(l/s) dcl(s, z’) et soit 
O’ la fonction d&fine par oY dx= R*(raceg dr dz de). Alors (a’)E est une 
suite de fonctions positives ou nulles de CF( rW: x R), born&e duns 
L’(R: x R; dr dz) et (o’)~ est une suite bornee de H-*(R3; R3) convergeant 
faiblement vers w lorsque E + 0. 
Dtmonstration. Pour E assez petit, le support de we est contenu dans un 
compact de R’\ {x’ = 01. 11 nous suffit, pour prouver que (we)6 est born&e 
dans H-‘(R3; W’), de voir qu’il existe C > 0 telle que pour toute fonction 
cp E CF(R3; R3) et tout E assez petit on ait 
I jcp(x).w”(x)dx GC Ildl,~. 
Or j p(x). w’(x) dx = j q”(x). w(x) dx avec 
cp”(s cos 8, s sin 8, 2’) 
= zys, z’, 0) 
p,(z - z’) cp(r cos 8, r sin 8, z) $ dz . e, (2.7) 
et il sutht done d’estimer par C l(qpII HI la norme dans L*(s ds dz’ de) de I”, 
a,Z’, (l/s) a,Z’, a,.Z’, ce qui ,rtsulte de l’inegalite de Cauchy-Schwarz 
prededee dans le cas de a,Z’ et a,.Z’ dune integration par parties. La borne 
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de (a”), dans L’ et la convergence de W’ vers w sont immtdiates. (On 
remarquera que la constante C de (2.6) ne depend que de la norme de o 
dans H-’ et pas de la distance de Supp a A l’axe r = 0.) 
Dkmonstration de la Proposition 1.3. Soient a0 et w,, les quantites 
detinies dans l’enonct de la proposition. D’apres les lemmes 2.1 et 2.2, il 
existe une suite (a:),, 30, ,I de fonctions positives ou nulles de CF(W*, x R), 
a support dans un compact fixe de R + x R, bornee dans L’(dr dz) telle que 
la suite (ot),, ,0, r, definie par 
&Jr cos 8, r sin 0, z) = ‘(-sin 8, cos 8, 0) tli(r, 2) (2.8) 
soit une suite de fonctions de C,“(R3\(x’= O}; R3) bornte dans H-‘(R3), 
convergeant au sens des distributions vers w,,. Posons uE= -rot A-‘@,: 
c’est une suite de C”(R3; R3), bornee dans L2(R3; W3), convergeant faible- 
ment vers II,, = -rot A-‘o,. En outre, pour tout E, ug est axisymetrique. 
D’apres le theoreme 1.1 de Majda rappele au paragraphe precedent, il 
existe pour tout E (v’, p”) solution axisymttrique au probleme (1.7) avec la 
don&e u;. L’intgalite d’energie associee au probleme (1.7) entraine que 
(U7 EE ,,, ,, est uniformement bornee dans L”(R, L2(R3; R3)). D’autre part, 
le tourbillon O’ = rot uE de uE s’ecrit d(t, r cos 8, r sin 13, z) = cl&( t, r, z) eB 
ou a” verifie d’apres (1.10) 
(2.9) 
II: et u: &ant les composantes de uE sur e, et e, respectivement. D’apres la 
relation div uE = 0, i.e., 8,~: + 8,~: + u:/r = 0, on voit que u: s’annule en 
r = 0 et il resulte de (2.9) que a” > 0 et que J a’(& r, z) dr dz = j aE(r, z) dr dz 
done (aE)E est bornie dans L”(R, L’(R+ x R; dr dz)). D’apres la conserva- 
tion de l’impulsion (l.ll), on voit que (aE)E est tgalement bornee dans 
L”(R, L’(f? + x R, r2 dr dz)). La proposition 1.3 est done demontree. 
3. DEMONSTRATION DU THI~ORI%E 1.2 
La preuve du theoreme 1.2 repose, comme pour l’etude des nappes de 
tourbillon en dimension deux, sur l’tcriture du systeme equivalent a (1.7) 
obtenu par elimination de la pression. C’est l’objet du lemme suivant: 
LEMME 3.0. Soient u0 E L2(R3; W’) et u E L”(R, L2(R3; !R3)). Les condi- 
tions suiuantes sont Cquiualentes: 
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(i) I1 existe p E L”(R, Y’( R3)) dont la transformke de Fourier en x 
est duns L”(R, L~,,(rW3)), telle que (v, p) v&fie (1.7). 
(ii) La fonction v = ‘(VI, v2, v3) vPrifie le systkme: 
au, x+A-‘a,[a,a,(u;-u;)+(a:-a~)v,v,] 
+A-‘a,a~[v~+u~-v~]+A-1(a;+a~-a;)a,ulu3 
-2A-‘a,a,a,u,v,+A-‘a;[a,v,v,-d&=0 (3.1), 
au, x+A-‘a,[a,a,(v;-u~)+(a~-a~) u,uJ 
+ A-‘a,a:[u; + v;-v;] + A-l(a;+a+?;) a3uzu3 
-2A-1a,~,~3v,03+A-‘a~[a,~,o,-a,u;]=0 (3.1 )z 
au3 at + A - ‘a,(a; + a;)(~: - vf - v;) 
+A-‘a,a,[a,+a,u,~~]+A-~~~a~[a,+a,v~v~] 
+ ~-l(a:+a:-a:)[a,~,~~+a~~~~~] =o. (3.113 
DPmonstration. Si (i) est v&f%, on obtient en prenant la divergence de 
la premiere equation (1.7) et compte-tenu de la seconde 
p = -A-’ div(div(v@ v)). (3.2) 
Reportant cette valeur dans la premiere equation (1.7), on constate par 
calcul direct que (3.1) est satisfait. 
Rtciproquement, si (3.1) est vrai, (1.7) est virilie par (v, p) avec p donne 
par (3.2). 
Pour prouver le theorbme 1.2, considerons une suite (v’, pE)EEJ de 
solutions de (1.7) veriliant les hypotheses (i), (ii), (iii) de l’enonce. 
Supposons que uE converge faiblement vers une limite v et qu’il existe 
p E L”(R, Y’(iR3)) vtriliant (Fxp)(t, .) element de L”(lR, Lo,,) telle 
que (u, p) soit solution de (1.7). D’apris le lemme 3.1, pour tout E E J, vE est 
solution de (3.1). De mCme, u satisfait (3.1). 11 nous faut en deduire que la 
suite lvE12 converge alors au sens des distributions sur iR4 vers (uJ*. Nous 
allons prouver cela en utilisant que, dune part, grace a l’axisymitrie de ve, 
les termes en LJ,a,[(a;)* - (a;)*] + (8: - a$)[v”, .u;] de (3.1),, (3.1), sont 
identiquement nuls quel que soit E, et que d’autre part, la plupart des 
autres termes passent A la limite grace aux hypotheses (iii) par un 
raisonnement analogue a celui de [2] pour le cas de la dimension deux. 
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Le fait que par hypothese u verifie egalement (1.7) entrdne alors que les 
termes restants de l’equation doivent Cgalement passer a la limite, ce qui 
implique Io”I ’ - Iu12. Prouvons d’abord le lemme suivant: 
LEMME 3.1. Soit v un Plkment de L2(R3; R3) axisymktrique 
(u = v,(r, z) e, + uz(r, z) e,). Alors 
a, a,(24 - u:> +(a: - a;> VI u2 = 0. 
Dkmonstration. D’apris les formules (1.5), on a 
cos e 
a,v;-a2U,v2= --v 
2 
r ’ 
sine 2 
a,v,v2-a2v;=- v 
r r 
(3.3) 
(3.4) 
pour r > 0. On en deduit immtdiatement (3.3). 
Le point clef dans la preuve du theoreme 1.2 est la proposition suivante, 
qui est dans son enonce et dans sa methode de preuve analogue au 
theortme 1.2.1 de [2]. 
PROPOSITION 3.2. Soit (u’),,~ une suite de fonctions C” sur R x R3 h 
valeurs dans R3 vkrifant les conditions (i), (ii), (iii) de I’PnoncP du thkorgme 
1.2, convergeant au sens des distributions vers une limite v lorsque E tend vers 
0 dans J. Alors v; .v; (resp. I.$ .u;, resp. (o;)~+ (v;)~-(v;)~) converge au 
sens des distributions vers v, . v3 (resp. v2 ’ v3, resp. VT + v$ - vi). 
D’aprb les equations (3.1) veritiees par uE, la suite (vE),, J est uniforme- 
ment bomte dans l’espace Lip(R, 9’(R3; R3)) des fonctions lipschitziennes 
du temps a valeurs distributions. Comme uE - v, on en deduit que pour 
tout t E R fix&, tf(t, .) converge vers v(t, .) dans 9’(!R3; R3). Etant donne 
que les expressions VT . u;, ~“2. v;, (v”,)’ + (II;)* - (v”,)’ sont bornees dans 
L”(R3, L’(R3)), il nous sutXt de prouver que pour tout t fix&, 
v;(t,.).v;(t,.) (resp. v;(t,.).v;(t,.), resp. v;(t,.)2+v;(t,.)2-v;(t,.)2) 
converge dans 9’(R3; R3) vers v,(t, .) . v,(t, .) (resp. v,(t, .). u,(t, .), resp. 
u,(t, .)2+ u,(t, .)‘- o,(t, *)2). 
La premiere &ape consiste a exprimer les quantites a ttudier a partir de 
O’ = rot II’ = (wi, oz, 0) qui d’apres les hypotheses (i), (iii) du thboreme 
1.2, est une suite bornee de L”(R, H-‘(R3))n Lm(R, L1(R3)). La relation 
vE= -A-’ rot 0’ s’tcrit: 
v; = A-‘a+~; 
v; = -A-‘a,o; (3.5) 
u;=A-ya20; -a+;). 
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et choisissons @E C,“(R3), ne dtpendant que de 
z=x3, @>O, @E 1 prbs de Suppcp. On a: 
qv; = qA -‘a,(@w;) + w”l 
qv; = -qA-‘i?3(@po;) + w; (3.6) 
cpv;=cpA-‘(d,(~c$)-d,(db;))+w; 
Oh 
w; = (P[@, A-183] co;, 
w;= -cp[@, A-1d3] w;, 
w;=p([@, A-‘&] O; - [@, A-‘a,] co;) 
sont, pour tout f fix& des suites fortement convergentes dans I&,,,(R3) 
vers des limites wr, w2, w3. Les produits vf . “J convergent done vers vi. wJ 
pour tous 1~ i, j< 3 et pour ttudier la limrte de vt .v:, vi. v;, (v”,)’ + 
(v;) - (II;)*, il nous sufit de passer A la limite pour tout t fixi sur les 
expressions: 
((A -‘U@GW -‘%(@4)) 
- (A -‘~,(@@))(d -‘WWN, cp> (3.71, 
((A-1a,(~o~))(A-1a2((PuEI)) 
- (A -‘MWMA -‘~I(@~;)), cp> (3.7), 
<(A -‘I,* + (A - ‘83(@@ ))*, cp > 
- ((A-‘~Y,(@w;))‘+(A~‘d,(@o;))~ 
-2(A-‘d,(@o;))(A-‘8,(&o;)), cp). (3.7)3 
Chacune d’entre elles est somme, respectivement des quad& 
-(@u”,, ~pA-*~283(@~“,)) + (@CO;, ~pA-*~1iTJ3(dh”,)) (3.8h 
-(@Jui, ‘pA-*d283(Q)~“,)) + (@CO;, ~A-*d~i73(@~0;)) (3.8J2 
(@o”,, w-*(d:-d;)(cDw;)> + (@to”,, PA-*(+c~;)(@co;)) 
-2(@w;, cpd-*4d,(@co;)) (3.8)3 
et dune combination lineaire finie de commutateurs de la forme 
(@u;, Cd -‘$, cpl(A -‘&(@po;))) (3.9) 
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1 <i, j, k, I< 3. Comme pour tout t lixe les [d-‘aj, cp](d-‘a,(@@)) sont 
relativement compactes dans H,‘,,,(@), les expressions (3.9) convergent 
vers 
avec o = (wi, 02, 03) = rot u = lim UY (bien entendu o3 s 0). 11 nous faut 
done passer a la limite sur les quantitts (3.8). 
Posons pour tout couple (i, j) c { 1,2,3}* avec i#j 
k,(x)=& 3 
et pour tout j E ( 1,2,3} 
(3.10) 
(3.11) 
Les noyaux de convolution des operateurs aiajA-* (i#j) et (a;- a,‘) A-* 
(.iZ3) sont don& respectivement par - 9t-‘(<itj/l<14) = k, et 
Y--‘(({f- <:)/Ill”)= k3-- kj. Pour passer A la limite sur les expressions 
(3.8), il nous suffit done de prouver: 
PROPOSITION 3.3. Notons pour t E R, w, = (q I, 02, ,, 03, ,) la limite de 
&(t, .). On a pour tout t: 
lim 
e-0 s V(X) kj3(x- y)(@mi)(t, x)(@m;)(t, Y) dx 4 
= Wjb,,, w-*ajW%,A) 
je { 132, 3}, h, 1~ { 172) (3.12) 
- 2k,& -y)(@4(t, x))(@Wt, ~111 dx dy 
= <QO~,,, w*a:w,,,)) + mh w*a:~~Ol,,)) 
-wh,,, w*w2(~02,,)). (3.13) 
Nous prouverons la relation (3.12) settlement dans le cas j= 1 ou 3, 
h = I = 2 (les autres cas sont identiques) et la relation (3.13). Commencons 
par exprimer les integrales a etudier en utihsant l’expression de o a partir 
de a” et en faisant le changement de coordonntes x = (r cos 0, r sin 8, z), 
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y = (r’ cos O’, r’ sin O’, z’). L’intkgrale du membre de gauche de (3.12) avec 
j=l, h=l=2 (resp. j=3, h=l=2) s’krit 
k 1 Kk(r, z; r’, z’)(@a’)(r, z)(@cC)(r’, z’) dr dz dr’ dz’ (3.14) 
(resp. 
k [ Ki(r, z; r’, z’)(&“)(r, z)(@a”)(r’, z’) dr dz dr’ dz’ 
> 
(3.15) 
avec 
Kf&r, z; r’, z’) = JOzn J:Z rr’cp(r cos 8, r sin 8, 2) 
x (z--l r cos e - r’ cos ef) cos 8 cos 8’ 
D(r, r’, z - z’, 8 - erp* d8 de’ 
(3.16) 
Kt(r, z; r’, z’) = J:n /I’ rr’q(r cos 8, r sin 8, z) 
tz - zy* cos 8 cam 8’ 
’ D(r, r’, z -z’, 8 - tT)3i2 de d0’ 
Od 
D(r, r’, z - z', 0 - 0’) = (r - r’)2 + (Z - z')' + 2rr’( 1 - cos(8 - 0’)). 
L’intigrale du membre de gauche de (3.13) vaut 
(3.17) 
& 
s 
R,(r, z; r’, ~‘)(@a”)( I, r, ~)(@a”)( t, r’, z’) dr dz dr’ dz’ (3.18) 
avec 
R,(r, z; r’, z’) = 1:’ I:* rr’cp(r cos 8, r sin 8, z) 
. D(r, r’, z - z’, 8 - 0’) -3/2 
x {r2[cos e cos 8’ + sin2 e cog8 - ey 
+ r’*[cos’ ef c0s(e - et) + sin 8 sin et] 
- Zrr’[cos 8 cos 8’ COS(O - et) + sin* e]} de de’. (3.19) 
Le point essentiel dans la preuve de la proposition 3.3 consiste $ montrer 
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que les fonctions Ki, Ki, &, sont localement bornees. Nous utiliserons le 
lemme Ckmentaire suivant : 
LEMME 3.4. II existe une constante C > 0 telle que pour tout couple (a, b) 
de Gels strictement posit& on ait: 
s a2 IUI G 1 [a* + b2u213/* du<; 
I 
a I4 
IUI G I [a* + b2u213/* 
du<$ 
s IU13 lUlcl [a2+b2u2]3’2 du+. 
(3.20) 
(3.21) 
(3.22) 
Montrons alors: 
LEMME 3.5. Les fonctions Ki(r, z; r’, z’), Ki(r, z; r’, z’), &Jr, z; r’, z’), 
sent C” sur {(r,z;r’,z’)~R+xRxR+ x R; (r, z) # (r’, z’)}, localement 
born&es sur R + x R x R + x IF& shnnulent sur {r = 0} v {r’ = 0} et vhifient: 
V6~0,3~~Otelquepourtout(r,z;r’,z’)~R+x[Wx~+xIWavec(r,z)# 
(r’, z’) et r + r’ < il on ait 
I&Jr, z; r’, z’)l < 6. 
IKi(r, z; r’, z’)l < 6, IKi(r, z; r’, z’)l < 6, 
Dkmonstration. La regularite des fonctions ctudiees hors de la diago- 
nale est Claire ainsi que le fait qu’elles s’annulent sur (rr’ = O}\ {r = r’ = O}. 
Soit c > 0 assez petit pour que 1 - cos u 2 (l/4) u* si IuI < 0. Decomposons 
Ki, j= 1,3, &, en une somme 
oii le terme Z (resp. ZZ, resp. ZZZ, resp. IV) est obtenu en ins&ant dans 
I’integrale (3.16) ou (3.19) la fonction caracttristique du domaine ((0, 0’); 
(8-0’) CO} (resp. ((e, et); Ie-e’-2~1+, resp. {(e, et) 1e-ef+27tl <a>, 
resp. {(e, et); 18-8’1 >c et le-e~-2nl >d et le-ef+2al >f~}). Sur le 
domaine d’integration de KG, Iv ou R,, Iv, I’expression (3.17) est minoree 
par une constante (dependant de a) fois (r-r’)’ + (z-z’)‘+ rr’. On 
en deduit immediatement que IKi,, IV1 ,< cst(r + r’), j = 1, 3, I&,, IV1 < 
Cst(r + r’) d’ou le caracttre localement borne de ces termes et le fait qu’ils 
s’annulent en 0. Traitons les termes de type I dans (3.23) (ceux de type II 
ou ZZZ s’itudient de man&e analogue). Si l’on pose, dans l’integrant de 
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cP,* 8 = 8’ + u, 8’ E [0, 2711, lu( < 0, on a une majoration de la valeur 
absolue de l’intkgrant par 
Cst rr’ 
Iz - z’( )r - r’\ + Iz - z’l r’ ICoS(8’ + u) - COS 8’1 
[(r-r’)2+(~-z’)2+rr’u2]3’2 ’ 
(3.24) 
Les inkgalitks (3.20)-(3.21) (avec a2 = (r - r’)’ + (z - z’)~, 6’ = rr’) entrai- 
nent que (Ki, ,I d Cst(r + r’), done K i, , est localement born& et tend vers 
0 en 0. Le terme K i, , se traite de mCme. 
Pour Ctudier &,,, remarquons qut l’expression entre accolades dans 
(3.19) vaut, en posant toujours 8 = 8' + u: 
r2[cos(8’ + U) cos 8' + sin2(B’ + 24) cos U] 
+ rf2[cos2 8' cos u + sin(8’ + U) sin eq 
- 2rr’[cos(B’ + U) cos 8' cos u + sin2(fI’ + u)] 
=(r-r’)2(1+Ucos0’sin8’)+r(r-r’) -G+(c0s2f?-sin2B’)u2 1 
+ r’(r - r’) $ + q(r, r’, 81, u) 
oti (q(r, r’, e’, u)l < C(r2 + r”) 1241 3 pour une certaine constante C. Utilisant 
les irkgalitis (3.20), (3.21), (3.22), on obtient I&,, ,I < C(r + r’). Le terme 
R,, , est done lui aussi localement born6 et tend vers 0 en 0. Le lemme est 
prouvk. 
Pour dkmontrer la proposition 3.3, il nous sufflt d’ktudier les suites 
extraites des expressions (3.12~(3.13). Quitte B extraire une sow-suite de 
(a’), (que l’on notera de meme), on peut, puisque (aE)E est bornte dans 
L”(R, L’(R+ x R; dr, dz)) supposer que a” converge vaguement vers une 
limite a, fonction essentiellement born&e du temps A valeurs dans les 
mesures positives sur W, x IF!. On a alors la relation o dx= n*(raee de). 
Nous utiliserons le lemme suivant: 
LEMME 3.6. La mesure a jr,,, est dans l’espace des fonctions lipschit- 
ziennes de t a valeurs dans l’espace des distributions sur rW: x IR. Si pour tout 
t E R, a, designe la distribution sur IF!: x R donnee par la trace de a lrzO a 
l’instant t, alors a, est une mesure positive jinie sur rW: x IR, diffuse. De plus, 
pour tout t 15 R et toute fonction continue a support compact cp sur OB + x R, 
shnnulant sur r = 0 
!yo j rp(r, z) aE(t, r, z) dr dz = j rp(r, z) da,(r, z). (3.26) 
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Dkmonstration. La suite (u’)~ est bornee dans l’espace des fonctions 
lipschitziennes du temps a valeurs distributions. 11 en est done de m&me de 
(o’)~ et par consequent (cI’)~ est bornee dans Lip(R, 9([w: x W)). 11 en 
resulte aisement que pour tout t, la suite a’(& .) lrzO converge au sens des 
distributions sur rW: x R vers ~1,. Comme (a”(& .) (?, O)E est une suite de 
fonctions positives ou nulles, bornee uniformement dans L’([w: x IR; dr dz), 
a, est une mesure positive finie sur W*, x R. 
Montrons que CX, est diffuse. Soit (rO, Z,JE IF!: x R. Si tj E C,“(R) est 
positive ou nulle et vaut 1 pres de 0, on a pour e > 0 assez petit 
=xIr$(y) $(y)da,(r,z) 
d’apres la relation w dx= nz*(raeg de). Comme wr, r est dans H-‘, le 
premier terme tend vers 0 lorsque 0 tend vers 0, ce qui entraine 
a,( {rO, z,}) = 0. Enfin si cp est continue A support compact sur R + x R et 
vtrifie ~(0, z) = 0 pour tout z, la relation (3.26) resulte du fait que (a’( t, .)), 
est uniformement bornee dans L’(dr dz), que a, est une mesure finie sur 
R: x [w et que a”(t, .) converge vaguement vers a, dans tout domaine 
r>r,>O. 
Remarque. On notera qu’en general on ne peut affirmer que (3.26) est 
vrai pour une fonction cp ne veriliant pas cp I,= ,, = 0 puisque rien dans les 
hypotheses n’empkhe une partie de la masse de a” de se concentrer sur 
r = 0. 
Puisque, d’apres le lemme 3.6, a, est une mesure diffuse finie sur rW: x !R, 
il resulte du theoreme de Fubini que l’ensemble 
A= {(r,z;r’,z’); r=r’>O, z=z’> (3.27) 
est de da,(r, z) @ da,(r’, z’) mesure nulle pour tout t E R. D’apres le lemme 
3.5, les fonctions K-$(r, z; r’, z’) j= 1, 3, &,(r, z; r’, z’) sont continues (done 
delinies sans ambigu’ite) sur (R, x W)’ - A et sont localement bornees sur 
(A+ x R)2. Elles delinissent done des elements de I’espace L,=$((W+ x R)2; 
dal(r, z) @I da,(r’, z’)) et en particulier, leur produit par une troncature a 
support compact peut $tre intigri contre la mesure da,(r, z)@da,(r’, z’). 
Montrons alors: 
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LEMME 3.7. Dbignons par K f’une quelconque des fonctions KL j= 1 ou 
3, ou R,. Pour tout t E R, on a alors, 
lim K(r, z; r’, z’)( @a”)( t, r, z)(@c(“)( t, r’, z’) dr dz dr’ dz’ 
8’0 s 
= 
I 
K(r, z; r’, z’) @(r, z) @(r’, z’) dcc,(r, z)@dtl!(r’, 2’). (3.28) 
Dt!monstration. Soit o un reel positif arbitraire. D’apres la derniere 
assertion du lemme 3.5, il existe x0 E C “(R + x R + ), a valeurs dans [0, 11, 
identiquement nulle au voisinage de 0 et identiquement tgale a 1 hors d’un 
voisinage de 0 telle que pour tout E 
K(r, z; r’, z’)( 1 - x0(‘, r’))( @cC)( t, r, z)( @a”)( t, r’, z’) dr dz dr’ dz’ < i 
(3.29) 
K(r, z; r’, z’)( 1 - Xo(r, r’)) @(r, z) @(r’, z’) da,(r, z) dcr,(r’, z’) < {. 
(3.30) 
Montrons qu’il existe une suite ai de reels strictement positifs assez petits 
tendant vers 0 et une suite &j de ]O, l] tels que si 
Wj = {(r, 2; r’, 2’); r > 0, r’ > 0, (r - r’)* + (z -z’)’ < u,‘} 
on ait pour tout j E N *, tout E E 10, aj[ 
/I 
x0(‘, r’)( @cc”)(t, r, z)( @pa&)( t, r’, z’) dr dz dr’ dz’ < !. 
WI J 
Le membre de gauche de (3.32) se majore grace a l’hypothese 
thtoreme 1.2 par: 
C sup I a’(& r + ul, z + u2) du, du, (r,Z)ESUpp@ lulCf+ r>c 
ou c > 0 est un reel indipendant de j assez petit pour que (r, z; r’, 
(3.31) 
(3.32) 
(iii) du 
(3.33) 
Z’)E w, 
et (r, r’) E Supp x0 entraine r > c et od C est une constante indlpendante 
de E. Si (3.33) ne peut Ctre rendu inferieur a l/j uniformement en E E 10, ej] 
pour tout choix des aj et des sj, il existe 6 > 0, une suite (TN, zN) E Supp @, 
r,,, > c, et une suite E, tendant vers 0 telles que 
cP(t, rN + ul, zN + u2) du, du2 > 6 (3.34) 
292 JEAN-MARC DELORT 
pour tout N. Quitte a extraire des sow-suites, on peut supposer que 
(2 ,.,, rN) converge vers un point (rO, zO) de Supp @ n {r 2 c>, L’inegalite 
(3.34) entraine alors que a,(( ro, .~,})a6 (cf. [2, preuve du lemme 1.2.71) 
ce qui est contradictoire avec le fait que a, est diffuse. 
L’inCgalitC (3.32) est done vraie. Soit alors pour tout Jo N *, 
xic CoD((w + x I%)‘) a valeurs dans [0, l] a support dans Wj, identique- 
ment Cgale A 1 prbs de la diagonale r = r’, z = z’. Puisque K est bornee, il 
resulte de (3.32) que 
IJ xo(r, r’) @Jr, z; r’, z’)(@a”)(t, r, z)(@a”)(t, r’, z’) dr dz dr’ dz’ -c 5 
(3.35) 
si j est fixC assez grand et E reste dans IO, sj]. 
La mCme inegalite est vraie, quitte a augmenter j, en remplacant dans 
(3.35), a”(& ., .), par da,(; .) puisque (3.27) est de da,(r, z)@da,(r’, z’)- 
mesure nulle. La difference ntre l’indgrale du membre de gauche de (3.29) 
et l’integrale du membre de droite est done &gale a 
J 
xo(ry r')( 1 - Xj) JG r, z; r’, z’)( @a”)( t, r, z) 
x (@a”)( r, r’, z’) dr dz dr’ dz’ (3.36) 
- 
J 
x0(‘, r’)(l - xi) K(r, z; r’, z’) @(r, z) @(r’, z’) da&r, z) dat(r’, z’) 
modulo une erreur majoree par o/2 uniformtment en E E 10, EJ. Dans 
(3.36) le noyau Xo(r, r’)( 1 - xi) K(r, z; r’, z’) est continu et nul si r = 0 ou 
r’= 0. On passe done A la limite sur (3.36) par convergence vague de a’ 
vers a (cf. la preuve de l’assertion (3.26) dans l&once du lemme 3.6). 
Fin de la preuve de la proposition 3.3. Compte tenu des formules (3.14), 
(3.15), (3.18) et du lemme 3.7, il nous s&it, pour prouver la proposition, 
de montrer que 
i 
K’,(r, z; r’, z’) @(r, z) @(r’, z’) da,(r, z) da,(r’, z’) 
coincide avec le membre de droite de (3.12) avec I = h = 2 (et l’egalite 
analogue correspondant au terme (3.13)). 
D’aprts les lemmes 2.1 et 2.2, on peut construire pour tout t une suite 
a;(r, z) de fonctions de Cz(Iw$ x R), born&e uniformtment en E dans 
L’(dr dz), positives ou nulles, telles que la suite w; definie par 
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o; dx= ~*(a;(r, z) egr dr dtl) converge faiblement dans Z--l vers w,. Le 
membre de droite de (3.12) avec I= h = 2 vaut alors 
lim lim (@%I$, , cpd -*f3,a,(@Po;, ,)). (3.37 
e-0 &‘i,O 
Pour E > 0, E’ > 0, le crochet de dualite precedent est tgal a 
s Ki(r, z; r’, z’) @(r, z) @(r’, z’) a:(r, z) a:‘(r’, z’) dr dz dr’ dz’. 
(3.38 
, 
Comme dans la preuve du lemme 3.7, on voit, en utilisant que a: veritie les 
memes hypotheses que u’, que lorsque E -+ 0, E’ + 0, (3.38) converge vers 
J Ki(r, z; r’, z’) @(r, z) @(r’, z’) dcc,(r, z) da,(r’, z’) 
d’ou le resultat. 
La proposition 3.3 est done demontree; la proposition 3.2 egalement. 
Fin de la preuve du thtorPme 1.2. D’aprbs la proposition 3.2, les expres- 
sions v; . v;, v;. v; et (vi)* + (I$)* - (v”,)’ convergent respectivement vers 
01 ‘V3, v2. uj et u: + v: - vi. Par hypothbse, uE et u sont solutions de (3.1), , 
(3.1),, (3.1),. 11 resulte done du lemme 3.1, des passages a la limite 
precedents, et du fait que W/i3t - au/at, que necessairement 
lim a;[a+; .v;-al(v;)*-j =a:[a2v,u,-a,v;] E-O+ (3.39) 
lim a:[a,q ~~;-a2(vy-j=a:[a,v1v2-a2v:-j. E--to+ 
Si cp E C:( R3), on obtient en integrant la premiere ligne contre x, rp, la 
seconde contre x,cp, en utilisant les formules (3.4) et en faisant la somme: 
,“y+ j (v”,)’ ( t, r, z)(azq)(r cos 8, r sin 8, z)r dr d0 
= s 
vz( t, r, z)(af cp)(r cos 8, r sin 8, z)r dr de. (3.40) 
Comme d’apres la proposition 3.2, (v”,)* - (v”,)‘- vz - VI, on voit done que 
a; any* - a: 1~1~. Autrement dit la mesure de dtfaut v de v’, i.e., la limite 
faible (dune suite extraite) de IuE - v(* vtrifie a:v = 0. Comme v est une 
mesure tinie, cela entraine v = 0, i.e., uE converge vers v fortement dans Lf,,. 
Le theorbme 1.2 est done prouvt. 
Remarquefinale. Le theoreme 1.2 que nous venons de prouver signifie, 
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comme nous l’avons deja signale, qu’une suite de solutions axisymttriques 
de l’equation d’Euler, verifiant les estimations naturelles du probleme des 
nappes de tourbillon et faiblement convergente obeit a l’alternative 
suivante: soit elle converge fortement, soit sa limite nest pas solution de 
l’equation. Je ne sais pas s’il est possible de construire des suites pour 
lesquelles la seconde possibilite est realiste (i.e., pour lesquelles il n’y ait pas 
convergence forte). On peut toutefois remarquer que I’un des nouveaux 
phenomenes qui se manifestent ici par rapport a la dimension deux est la 
possibilitt pour le tourbillon de s’echapper a l’infini le long de I’axe des z 
lorsque E + 0. Illustrons ceci par un example tire de [S]. D’apres le 
theoreme 2.1 de cet article, pour tout A> 0, il existe une solution de 
l’equation d’Euler axisymetrique sur R3 de la forme 
CA(t, r, 2) = wA(r, z - t WA) -k WAe, (3.41) 
od Wne II% et wl(r, z) est un champ de vecteurs axisymetrique a divergence 
nulle dont le tourbillon s’icrit r[,(r, z) es avec [Jr, z) = Al,, BA dbignant 
un domaine connexe borne de {(r, z); r > O}. De plus, on sait que lorsque 
A-+ +co, BA est asymptote au disque de centre (,/?, 0) de rayon l/?r ,,k 
[S, theoreme 8.11. 
Cela entraine en particulier que 116611L~~~~F~z, est major& par une 
constante uniforme en 1. D’autre part, pour tout t fix& JJv,(t, *)\I iZcrdrdr) est 
equivalent a Log 1 lorsque 1 3 co [S, thtorbme 7.61. La vitesse de glisse- 
ment de l’anneau de tourbillon par rapport a l’axe des z, W,, est aussi, 
d’apres le m$me rbultat, equivalente a Log A lorsque A tend vers l’infini. 
Dans ces conditions, si l’on pose pour E > 0 
zf(t, r, 2) = ILog &J -‘I2 fT,,,(t, r, z) (3.42) 
on obtient une suite de solutions axkymttriques deJ’Cquation d’Euler, dont 
le tourbillon s’ecrit a”(t, r, z) es avec 
aE(t, r, z)= )Log.5-1’2r[,,,(r, z- tW,,J. (3.43) 
D’apres les estimations precedemment rappekes, il existe C > 0 telle que 
pour tout t fixt et tout E assez petit, C-’ < lJ~“(t, -)JJL2c1drdzI ,< C. D’autre 
part, II aV II Lm(W; L’(r dr dz)) = O(lLog ~1 -lj2) si E + 0. En particulier la suite 
(tf), converge vers 0. 
La raison qui, sur cet exemple, fait que, comme l’oblige la conclusion du 
theoreme 1.2, la convergence st forte reside dans la presence du coefficient 
WI,, N ILog .sl dans l’expression (3.43), qui entraine que pour tout t # 0 le 
support de a”(& .) sort de tout compact lorsque E -+ 0. 
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